Capitulo VII
Calculo tensorial
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Algebra de tensores

Sea r el vector de posicién de un punto en las coordenadas carte-
sianas x, y, 2
r=izrx+jy+kz, (26.1)

donde i, j, k es una base de tres vectores constantes, unitarios y
ortogonales.

En muchos casos es 1til tener otras coordenadas por lo cual ex-
presamos r, esto es x, v, z, en funcién de tres nuevas coordenadas y?,
y2, y3 que en forma abreviada se representan por yj ,conj=1,23.
La transformacién inversa de coordenadas se tiene cuando se cono-
cen las coordenadas y* (k = 1,2,3) en funcién de las coordenadas
cartesianas z, y, 2.

Por ejemplo, para las coordenadas cilindricas

r=ylcosy? , y=y'seny? , z=19>.

Considero los tres vectores obtenidos por la derivada parcial res-
pecto a las cordenadas y’ del vector de posicién r.

or

= oy (=123 (26.2)

En lo sucesivo una letra como indice se supondré toma los valores
1, 2, 3, aunque no se indique.
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Algebra de tensores 213

Los vectores definidos en (26.2) forman una base del espacio de
tres dimensiones. En esta base un vector A del espacio tendra las
componentes A’

3
A=) Ale;. (26.3)
j=1

Desde ahora se adopta la convencion de suma de Einstein: se
suprime el signo de suma y la suma se efectiia siempre que se repitan
los indices. Por ejemplo la ecuacién (26.3) se escribira en la forma

A=Ae;. (26.4)

Considero ahora la base (26.2) y las componentes A’ de un vector
en otro sistema coordenado, que para distinguirlo lleva una raya
sobre las letras correspondientes. Sean 77 las nuevas coordenadas.
Los vectores de la base (26.2) se escriben entonces

&, = o (26.5)
Las bases (26.5) y (26.2) estan relacionadas por la regla de la
cadena , A
or Oy’ oy’

Si expresamos al vector A en la nueva base (26.5), A* serdn sus
componentes, y al sustituir la ecuacién (26.6) se encuentra

A = Akg, = A* (26.7)

y por la igualdad que debe existir entre las expresiones (26.4) y
(26.7) se encuentra

Al = AF 2L 26.
a5 (26.8)

La cual es la regla de transformacion de las componentes A7
ante un cambio de coordenadas. Las componentes A’ se llaman
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contravariantes. Su nombre proviene de la forma como se transfor-
man ante un cambio de coordenadas.
Se define al tensor métrico en las coordenadas 3/ por medio del
producto escalar
gij = €€, (269)

el cual es simétrico en sus dos indices

9ij = 9ji- (26.10)

Ante un cambio de coordenadas, este tensor se transforma segin
resulta de la ecuacién (26.6) en la forma

_ oy 9y

9kl = Gij 8yk 8yl . (2611)

Se observa la forma diferente de transformacién, por medio de
la matriz jacobiana inversa de la que aparece en (26.8). El tensor
métrico es dos veces covariante por tener dos indices y transformarse
cada uno de ellos de acuerdo a la ecuacién (26.11).

El nombre de tensor métrico proviene de la propiedad de la di-
ferencial ds de distancia recorrida a lo largo de una curva

. Or Or ,
2 . _ 2 R J —
ds® =dr-dr = dy By 8yjd =
=e;-e;dy’ dy = gijdy' dy’ . (26.12)

Considero ahora a otra base diferente de vectores, determinada
por el gradiente de las coordenadas

e =Vyl. (26.13)

Ante un cambio de coordenadas estos vectores se transforman
por medio de la regla de la cadena
P @ ko O
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Si expresamos a un vector A en esta base, sus componentes seran
Ay y Aj en dos sistemas coordenados diferentes

A=Age =4 . (26.15)
Sustituyo (26.14) en (26.15) y se encuentra

oy 4

= Apet, (26.16)

por la cual se deduce la ley de transformacion de estas componentes

_ ggj

A=A

(26.17)
que es la forma covariante de transformacion encontrada previa-
mente en el tensor métrico (26.11). Las componentes A; de un vec-
tor se llaman covariantes. Las dos bases €’ y e estdn relacionadas
por la propiedad

Or oyF
= 5y y 9y 57, (26.18)

€;-¢e
donde 5;? es la delta de Kronecker igual a uno cuando son iguales j
y k, y cero cuando son diferentes. Para obtener la ecuacién (26.18)
se hizo uso de la regla de la cadena.

Las bases con la propiedad (26.18) se dicen duales y en tres
dimensiones se pueden expresar con ayuda de los productos escalar
y vectorial como sigue

e; X e

G L Hdhid. - 26.19
© €e; (ej X ek) ( )

(4,7, k permutacién par de 1, 2, 3)
el x eF

e PR (26.20)

e, =

(i, j, k permutacién par de 1, 2, 3) .
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Estas expresiones permiten obtener la base dual por medio de
estas operaciones algebraicas.
De forma similar a (26.9) se define al tensor simétrico

gt =ef. e, (26.21)

la cual se transforma dos veces contravariantemente, segin se de-
muestra por (26.14) en (26.21)

L ayk ayl
kb gis 22 27 26.22
9" =9" 507 o (26.22)

Sean f* las componentes de €* en la base ¢
et = fkle;.

Tomo el producto escalar de esta ecuacién con e’ y deduzco por
(26.18) ‘ 4 ' 4
gl =eV. el = fMe el = fli (26.23)

y se tiene entonces
e =gMe. (26.24)

Se toma ahora el producto escalar de (26.24) con e; y se obtiene

5;“ =e. e = e - e = g" aij » (26.25)
donde se usaron (26.18) y (26.19). Este resultado muestra que las
matrices de componentes g, y g"! son las componentes de matrices
inversas una de la otra. Viene también como corolario la propiedad
andloga de (26.24)

em = gmie”. (26.26)

Si tomo el producto escalar del vector A en sus formas (26.4) o
(26.15), con los vectores ey, y e* se deducen

A - er = Ak = Gkl Al s (26.27)

A-ef = AF =gkl 4. (26.28)
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Estas ecuaciones permiten obtener las componentes en una base
por medio del producto escalar con la base dual. También nos dicen
cémo subir y bajar indices por medio del tensor métrico y de su
inverso.

Sea g el determinante del tensor métrico g;;.

g = det |gsj| . (26.29)

De acuerdo a (26.22) este determinante se transforma con ayuda
del jacobiano

J(y" /5) = det 04" (26.30)
oyt '
en la forma
9=397*W" 1y, (26.31)

donde usamos que el determinante de un producto de matrices es el
producto de los determinantes de cada factor.

La ecuacion (26.9) se puede ver como el producto de una matriz
por la matriz traspuesta

e -e;p e;j-eyp ej-es el
(gz]) — e -e] ey-€ey e€g-e3 = €2 . (el e 93) (2632)
e3-e; ez3-ey e3z-e3 €3

y al tomar el determinante de ambos miembros se deduce
g=1[e1-(e2 x e3)]?, (26.33)

porque e; - (e2 X e3) es el determinante de cada matriz del miembro
derecho de (26.32).

A partir de este resultado las ecuaciones (26.19) se pueden es-
cribir como

e; x e, = /ge'. (26.34)

O también
€; X € = €5k el , (26.35)
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donde €1 es antisimétrico en sus tres indices
€ijk = —€jik = —€ikj (26.36)

y tal que
€123 = /9 - (26.37)

Como el determinante de una matriz se puede escribir con ayuda
del simbolo antisimétrico, se deduce de (26.31) que €;;;, es un tensor
tres veces covariante.

En forma anéloga se tiene

e’ xel =flme,, (26.38)
con €™ antisimétrico en todos sus indices y tal que
B =1/9. (26.39)

€™ eg un tensor tres veces contravariante.

El producto de dos componentes de los tensores antisimétricos
satisfacen la férmula

5 o7
quréijk = (5? 5;1 52 s (2640)

o7 5;7 oy,
en términos de un determinante de deltas de Kronecker. Se tiene

también
6P 5? ( )
e = | & , 26.41
ik = | 51 g8

que puede ser de utilidad en la expresion para el producto vectorial
de dos vectores.

Las componentes del producto vectorial de dos vectores se ex-
presan con ayuda de estos tensores antisimétricos en la forma

AXB:Ajej XBkek:AjBkéjklel:
= Ale; x B™e,, = A\ B™ ¢/ €™ (26.42)
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Analisis tensorial

Considero las derivadas de la base respecto a las coordenadas

Oe;
aT/]f =T, e, =Tjnre" (27.43)
y las componentes Fjl s Ljmk, se llaman simbolos de Christoffel.
Como e; es una derivada respecto a la coordenada 3/, se encuen-
tra la simetria

Ll =T . (27.44)
Contrayendo (27.1) con €™
m_ 98 _ m
dyk I k>
e integrando por partes
m
€5 - anyk =-I"
por la cual
g‘;’: — el (27.45)
De la expresion (26.9), al tomar su derivada se encuentra
ggyi,j = Tjoe+ i (27.46)

219



220 Calculo tensorial

la cual se puede invertir

1 (0gij  Ogjk 8Qik>
T = — J JU I 27.4
kT2 <8yk oy oy (2747

Derivo la ecuacién (26.33) y se encuentra

Vg

Bk ex x e3-Ilie +eg x e Tiloe + e x ey Tylze =

=e; - (e x e3) [Fkll + Fk22 + Fk33] = \/§ijj . (27.48)

Esta ecuacion es 1til al calcular la divergencia de un vector, como
se ve mas adelante.

El operador gradiente se expresa facilmente en la base eF

0
k

La divergencia de un vector se escribe entonces como

0
VA:ekW(Alel):

Al oAl
_ ok l _ l
=e". <6yk e+ AT, em) =3 +A T, , (27.50)
y sustituyendo (26.6) en (27.8) se encuentra también

1 0
V-A= oy (Vg Aly. (27.51)

Calculo ahora el rotacional de un vector en tres dimensiones

A
VXA:eka(Zk X (elAl):ek X (el(;ylj+Alelmem>
A A A
—ekxelgykf—i-/llfklmekxem—ek xelgyé—emEklmgyéa

(27.52)
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donde noté la simetria de Fjlm y la antisimetria de e* x e™ para
cancelar un término en la dltima linea. Por ejemplo

1 [0A 0A
3_ - (4L T2
(VxA) = 7 (33/2 8y1> . (27.53)
El laplaciano se escribe
1 0 1m OV )
V-VWV=—_— m_— 27.54
N (\@g oy (27:54)

donde usé (27.9) y las componentes contravariantes del gradiente.
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